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RESUME

En utilisent la notion d*idéal diviseriel t-inversible
(sur une idée de M. ZAFRULLAH), il est possible de définir
pour un anneau intégre une notion de groupe des classes et
de groupe local des classes qul redonne, dans le cas des
prmesux de KRULL ou de PRUFER, les notions déji connues et
qui mesure, dans la classe des anneaux pseudo=-prufériens
le défaut d'existence des pged.

SUMMARY

Using t-invertible divisorial ideals and following
M.ZAFRULLAH's idea, one can defined the class group and
the local class group of every integral domain. It genera-
1izes the usual class group for KRULYL domains or PRUFER
gomains and mesures how far from a G C D domain 2 PM V D

8.

- -

Tous les anneaux considérés sont commutatifs unitaires.
Boit A un anneau intdgre et k son corps des fractions. On
désigne par I{A) l'ensemble des idéaux fractionnaires non |
nuls de A et par D{A) l'ensemble des idéaux divisoriels ou
v-idéaux de A, Etant donné un idéal fractionnaire I, on
hote Iy = A ¢ (A s I) le v-idéal qu'il engendre. On note
P(A) -resp. Cart(A) resp If(A) - l'ensemble des idéaux
(fractionnaires) principaux -resp. inversibles, resp. de
type fini - de A. On dit qu’un idéal diviscriel I est
v-fini #'11 eiste un idéal de type fini J tel que I = Jy.
Tn note Dr(A) 1'ensemble des idéaux v-finis de A. On a
ainsi les inclusions ci-aprés :
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o Ip(a)

P(A)a—e Cart(a) P

I{A)

On dit qu'un idéal I est un t=1déal [9) si pour tout
idéal de type fini J inclus dans 1, on a Jy <cl. gtant don-
nés deux idémux I et J, on peut volr dans Lfiou [%) que
(Ttde)t = (Ied)t = (IJ)4.

Définjtion )

On dit qu*un idéal divisoriel I est t-jnversjible
s'il existe J tel que (IJ)t = A.

Soit T(A) 1l'ensemble des idéaux divisoriels t-inver-
sibles. On muni T(A) de la loi de composition (I,J)re(IJ)4

Lemme

1 _
a) IE€D(A) est t-inversible =i et seulement si
(I{A: I))t = A :

b) T(A) est un groupe contenu dans Dr(A)

Dém t

. a) S'il1 existe J te) que (IJ)y = A, il existe

X1, -++s Xp dans 1J tels que l@(x),...,Xp)v. Mais IJCA
imgiique Jea + I, done x$ & I(A:T) 4’0ol
1‘(!1,...,%)\?6(1(1\!1) tcAO

b) Soit I&T(A). Il existe X]1,...,xp @I et

Qleeve,Qn@AtI  tels que 1€Jy avec J = (X191, +++sXnan) -
A]Zor/s._ 1€ IJyG(IJ)ye Par ailleurs q3IGA implique _
xig%%'cxjjcl et donc JIC(X1,....Xn)SI. On en déduit
Le groupe T(A) est appelé le T-groupe de l'anneau intdgre

On dit qg,'un idéal, I A'un anneau intdgre A est ir orta-
ble si (A1I) = SA + §I pour toute partie multiplgcatfve
T de A.
Lemme 2 N .

a) Si I est tranasportable, alors (SIyv)y = (SI)y.

b) Tout idéal v-fini est transportable.
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Démonstration ]
a) SI, = S(A:(a1))<lSA ¢ (4 1)=3As (3A:31)=(31)
-y v = ' ¥ ¥ tI)=SAs t =
done (51y)y € (51)y €(SIyly. J v
b} Supposons que I = Jy, ot J eat de type fini.

PRSIV HY R e ot il o P T

Ltengsemble des t-idéaux ordonné par inclusion est inductif
et tout t-idéa) maximal est premier.

Dans un anneau de MORI [wvl, les t-idéaux sont les v-idéaux
finis. Par conséquent dans un anneau de KRULL, les t-idéaux
maximaux gsont les idéaux premiers de hauteur 1.

On dit qu'un idéal I est 3:19&5133531_2:132125; aj,
IAp est principal pour tout t-idéal maximal F.

Proposition 1

Un id€al transportable est inversible (respectivement
t-inversible) si et seulement s'il est localement princi-
pal (respectivement t-localement principal).

Démonstration

Soit I un idéal transportable. Supposons I localement
principal (respectivement t-localement principal) et soit
Ma Max?ﬁ) {respectivement un t-idéal maximal), Si IAM est

rincipal alors IiAsI AM = AM et donc I(A:I) = A
?respectivement {T(A: I}y = A). -

Ce résultat redonne, comme cas particulier [(41-Th2-11
et (1-Th 2-21],.

Notons que dans un anneau de KRULL, tout idéal est
transportable [ §; 5-5] et t-localement principal done
t-inversivle.

Lemme 3 .
a) Dans un anneau de KRULL A, on a T{A)=D{A) ;

b) Dans un anneau de PRUFER A, on a T(A)=Igf(A).
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Démonstration

a) Soit A un anneau de KRULL et T€D(A)=Ds(A}.

Etant donné un t-idéal maximal Py 1°idéal IAp est
principal. En appliquant le lemme 2 on a
(I{A:1))Ap -npfnp.u )=Ap. Donc 1'idéal I(A:I) n'est
contenu dans aucun t-idéal maximal ce qQui entraine que
(I(A:1))y=a et 1@T(A).

b) Soit A un anneau de PRUFER. On a
Ir(A)=Cart(A)cT(A). Réciproquement, si I&T(A) d'apres
le lemme 1 i) existe J@Is(A) tel que I=Jy=J car
Ir(A)eD(A). :

[ ]

Selon une idée de M. ZAFRULLAH, on introduit la définition
suivante :

D t 2

Etant donné un anneau intdgre A, on appelie Eroupe desg

classes de A -respectivement groupe cal des classes
de A& - le groupe C1(A) - resp. le ?roupe A) = nji
par C1(A)=T(A)/P(A) - resp. G(A)=T{A)/Cart ) -

Compte tenu du lemme 3, lorsque A est un anneay de
KRULL ~ resp. un anneau de PRUFER - C1(A) est 1'habituel
groupe des classes D(A)/P(A) - resp. Ir(A)/P(A),

Se pose alors la question de savoir ce que “"mesurent” les
groupes Cl{A) et G(A) c'est~i-dire que signifie pour A de
dire que C1{A)=0 ou que G(A) = 0 ? A déPut de répon-
dre & cette question en toute généralité, nous répondrons
dans une classe particulidre d'anneaux, les anneaux
pseudo-prliifériens £3]) (encore appelés les PMVD dans

C#}, Lic) ou cwl, Commencons rar doenner des conditions
suffisantes pour que CI(A? et G(A) soient nuls,

Rappelons ici quelques définitions. Soit A un anneau ine-
tégre

2) A est un GCD-domaine (ou est pseudo-begoutien
8*il vérifie les assertions équivalentes suivantes ;
1) aANDbA est principal quelques soient a,bEA,
11) Dg(A) =P(a).

b)A est un GCD-ggmging géngr%;isé C2) 8'i) vérifie
les assertions égqulvalentes suivantes :
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1) aANDbA eat inverdble quelques soient a,be€ A ~{0
$1)  Dge(A) = Cart(A). b

c) A est un PMVD (ou est pseudo- riférien) si
Dg(A) est un groupe pour ia loi (E.:”t—' (IT}v.

Exemples de PMVD i1 les anneaux de PRUFER, les armeaux de
KRULL, les GCD-domaines, les GCD domaines généralisés et
les anneaux cohérents intégralement clos  4TH |8

Lemme 4

Un anneau int2gre de corps des fractions . k est un
PMVD si et seulement si T(A)=Df{A).

Démonstiration

Si A est un PMVD, soit T€Dg(A). Il existe
KliseesXp o¥eee-oYm d8ns k tels que I=(X),+--+Xply
et As I= }Vl....,ym)v. Alors

A=(I(ALT) )= X10 - oo Xn ) (FLo e oo q¥g) y=({x pevsesXnd(¥pseees
AR N G S e st 200 S ) M

car pour un idéal de type £inl K. on a K¢ =K. Donc
IGT?A).

Réciproquement, &i T(A)=Dg(A) et si I€Ds(A), on a

A= (I(A:I);t CiIgA‘I))VCA ; donc I est v-inversible
et AiT€T(A)cDyslA

Proposition 2 (BOUVIER-ZAFRULLAH)
Soit A un PMYD

a) Cl{(A)=0 si et seulement ai A est un
GCD-domaine. '

b) G(A)=0 si et seulement si A est un GCD-domai
ne généralisé.
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Démonstration
Conséquence immédiate des définitions et du lemme 4.

En particulier, on retrouve des résultats bien connus
sur C1{(A)} = voir £3) et G(A) - voir ts1.

a) Soit A un anneau de KRULL ; C1{A)=0 -resp.
G(A)=0 - si ot meulement si A est factoriel -res. locale-
ment Tactoriel.

b) Soit A un amneau de PRUFER ; on a G(A)=0 ,et
Cl{A)=0 s3i et seulement si A est de BEZOUT.

Lemme 5 (ZAFRULLAH)
Tout idéal premier associé est un t-idéal.

Proposition 3

Seoit A un anneau intéﬁre. Pour que G({A)=0, il
suffit que l'une des conditions sujivantes soit
satisfaite

a) A est de PRUFER ;

b) A es=t réflexif,

c) dim A =1,

d) A est localement un GCD-domaine.

Démonstration
a) Trivial,

B) Si tout idéal non nul est divisoriel, étant donné
1€ T(A) 1'idéal I(A:1) eat divisoriel donc A={I(A:I});<
I{A:I)y=I{A:I)CA dfod I(A1I)=A. '

c) Soit MeMax{A). Puisque M est de hauteur 1, c‘'est
un 1d6éal premier associé, donc un t-idéal maximal (lemme
5) et donc, dans A les t-idéaux maximaux sont les idéaux
maximaux. Un élément I de T{A) étant transportable (lem-
me 2), les idéaux t-inversibles sont les idédaux inversi-
bles Zproposition 1l).

d) Soient I€T{A) et M@Max(A). Ecrivons
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I =(Xy40029Xpnly. -Alors (lemme 2) IAy={x1,... i)
donc %;t p?igcrpal. On conclut & nouv;sulsn aﬁﬁ?igﬂagt la
proposition 1.

a

Pour qu'un anneau intdgre local A solt tel que
Cl1(A)=0 il suffit donc qu'il vérifie l'une des condi-
tions suivantes

a} A est de valuation ;

b) A eat réflexif ;

e) A est de dimension 1

d) A est un GCD-domaine.

Problémes
1) Que aignifient Cl{A)-resp.G(A)} - de torsion ?

2) Etant donné un homomorphisme d'anneaux A—B
. quels liens existent-ils entre C1l{A) et C1(B)
resp. entre G(A) et G{(B) <?
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